n Goniometrie en beweging

2sin(x)-cos(x)  sin(2x)
2] _2sinf(x)  cosar) M)

b cos’(x) — sin*(x) = (cos’(x) + sin’(x))(cos’(x) — sin’*(x)) = 1 - cos(2x) = cos(2x)
sin(2x) _ 2 sin(x) cos(x) _ 2 sin(x) cos(x) _ sin(x) _
1+cos(2x) 142 cos’(x)—1 2 cos’(x) cos(x)
d cos(x —y) - cos(y) — sin(x — y) - sin(y) = cos(x — y + ) = cos(x)
m a sin(x) - cos(x) :%

1 - 1
Ssin(2x) =

tan(x)

sin(2x) =1
r=¢m+k-2n v 2x=im+k-2m
x=%n+k~n vx=%n+k~n
b cos(x—%n)=sin(2x)
cos(x — %TC) =cos(2x — %n)
x—%ﬂ:z2x—%n+k—2n v x—%n:—2x+%n+k42n
—x:—%n+k-2n v 3x:%n+k-2n
x:%1t+k~27r v x:%n+k-§n
c cos(x+§1t)=—sin(x)
cos(x+§1t)=sin(x+1t)
cos(x + %n) =cos(x + %n)
x+%n=x+%n+k-2n \ x+%n=—x—%n+k~2n
geen opl. 2x =—%Tl‘,+ k-2n
x:—%n+k-7r,
d cos(2x) —sin’(x) =5
1 = 2sin’(x) — sin’(x) =
—3sin’(x) =—2
sin’(x) =+
1

sin(x) =13 Vv sin(x) =—3

=3

x=%n+k-2n Vx=cntk-2n v x=—%n+k~2n v x=1%n+k~2n

x=im+k-nvx=intk-om
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a f(x)=7 geeft sin(x) =7
X=%T
f(x) = g(x) geeft sin(x) = cos(x)
x=4m
g(x) =5 geeft cos(x) =5

1
. X—ETC

o) = j (sin(x) = 1) dx + j(cos(x) ~Dydx

1[

= [—cos(x) - %x]in + [sin(x) — %x]i

=—cos(%n)—§n—(—cos(%n)——n)+sm( n)——n (s1n( TC)——TE)
R N N R ey e
—\/§+\/§—§n

b L) —]‘nsm (x)dx+jncos () de—n-(2)F-(Gn-Lm)

1

= [ n(4 - 1 cos(2x)) dr+ [ n(3 +1 cos(2x)) dx — 5 7’

e

6"

=[n(5 x——sm(zx)y [n(gxﬁsin(zx)ﬁ:_;_wz
i
= n(%n -3 sin(; m))— n(En - % sin(% )+ n(%n + % sin(% m))— n(% T+ % sin(% m))— %nz
=i M-S i3+ 3y — -5
=—ln+ln 3+ e

¢ omtrek:-n—-n+j,/1+(f(x)) dx+j./1+(g(x)) dx
=—1:+J.,Il+cos (x)dx+J../1+s1n (x) dx

De optie fnlnt (TI) of J.dx (Casio) geeft omtrek = 1,19.

bladzijde 169

m a f(x)=2cos’(x) + sin(2x) geeft f’(x)=4cos(x) - —sin(x) + 2 cos(2x) = —2sin(2x) + 2 cos(2x)
f’(x)=0 geeft —2sin(2x) + 2 cos(2x) =0
2 cos(2x) = 2 sin(2x)
cos(2x) = sin(2x)
cos(2x) = cos(2x —-= n)
2x = 2x——1t+k Zn v 2x=-2x++ Sn+k-2m

geen opl. 4x =;n +k-2n

x= %n +k- %n
f(x) = 2 cos’(x) + sin(2x)
=2cos*(x) — 1 + 1 +sin(2x)
= cos(2x) + 1 + sin(2x)

max. is f(%n) = cos(%n)+1+ sin(%n) = %\/5+1+%\/5 = 1+\/5
min. is f(%n) = cos(%n)+l+sin(%n) = —%\/5+1—%\/5 = 1—\/5

Dus B =[1-+2,1+42].
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b f(x) = g(x) geeft 2cos’(x) + sin(2x) = 2 sin(2x)
2 cos’(x) = sin(2x)
2cos’(x) — sin(2x) = 0
2 cos’(x) — 2 sin(x) cos(x) = 0
2 cos(x) (cos(x) — sin(x)) =0
cos(x)=0 Vv cos(x) = sin(x)

_1 _ 1
x=5n+k-n v cos(x)=cos(x—5m)

x:%n+k~n v x:x—%n+k-21t Vv x:—x+%1t+k-21t

x=%n+k-nvgeenopl. 2x=%n+k-21t

x=im+k-m v x=intk-n

xop [0, ] geeftx= %n VvV X= %n
o) = j(2 sin(2x) — (2 cos’(x) + sin(2x)) dx

[ @sin(2x) - (2 cos’(x) ~ 1+ 1+ sin(2x)) dx

In
2
in
2

| (sin(2x) - cos(2x) - 1) dx

=[~+cos(2x) ~ 4 sin(2x) ~ 1]

1 1 - 1 1 1 1 . 1 1
=—5 cos(n) — 5 sin(m) — ;T — (=7 cos(3 ) — 5 sin(; ) — ;)
=2 —0-1n+0+1+in=1-1n

2 2 2 4 4

¢ Cis het midden van 4B als g(p) = %f(p).
2sin(2p) = cos’(p) + 73 sin(2p)
15 sin(2 p)= cos’(p)
3 sin(p) cos(p) = cos’(p)
3sin(p) cos(p) — cos’(p) =0
cos(p) (3sin(p) — cos(p)) =0
cos(p)=0 v 3 sip(p) =cos(p)
v 38
cos(p)
tan(p) = %

Ea y

vold. niet

De grafiek van fis vermoedelijk lijnsymmetrisch in de verticale lijn
door de eerste top rechts van de x-as.
y=2cos’(x) = 2u’> met u = cos(x)

d

ay =4u - —sin(x) = 4 cos(x) - —sin(x) = —4sin(x) cos(x) = -2 sin(2x)
f7(x) ==2sin(2x) + 2 cos(2x)
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f'(x)=0 geeft —2sin(2x) + 2cos(2x) =0
—2sin(2x) = -2 cos(2x)
sin(2x) = cos(2x)
cos(2x — %n) =cos(2x)
2x—3m=2x+k-2n v 2x—sm=-2x+k-2n
1

geen opl. dx=-m+k- 2n

x= én +k- %n
Vermoedelijk is de grafiek van f'lijnsymmetrisch in de lijn x = %n.

fGm+p) =2cos’(s7+ p)+sin(3m+2p)
=2cos’(;m+ p)—1+1+sin(3m+2p)
=cos(%n+2p)+sin(%n+2p)+l
= cos(% m) cos(2p) — sin(% n) sin(2p) + sin(% m) cos(2p)+ cos(% m)sin(2p)+1
= %\/E cos(2p)— %\/5 sin(2p)+ %\/5 cos(2p)+ %\/E sin(2p)+1
=4/2 cos(2p)+1

fGr—p) =2cos’(3m— p)+sin(;m—2p)
:cos(%n—Zp)+sin(%n—2p)+1

= cos(% m) cos(2p) + sin(% m) sin(2p) + sin(% m) cos(2p) — cos(% m) sin(2p)+1
1 1 . 1 1 .
=742 cos(Zp)+5\/5 s1n(2p)+5\/5 cos(2p)—3\/§ sin(2p)+1
=4/2 cos(2p)+1
Dus voor elke p geldt f(%n +p)= f(%n - D).
Hieruit volgt dat de grafiek van fpuntsymmetrisch is in de lijn x = %n.
b f(x) =2cos’(x)+ sin(2x) = 2 cos’(x) — 1 + 1 + sin(2x) = cos(2x) + 1 + sin(2x)
De evenwichtsstand is 1.
fx)=1 geeft cos(2x) + 1 +sin(2x) =1
cos(2x) = —sin(2x)
sin(2x + %n) = sin(—2x)
2x+%n:—2x+k- 2n v 2x+%n:n+2x+k- 2n
4x = —%TC +k-2n geen oplossing
xX= —%n +k- %n
Vermoedelijk is de grafiek van f'symmetrisch in het punt A(—%n, 1).
f(—%n— p)= cos(—%n— 2p)+1+sin(—%1t -2p)
= cos(—%n) cos(2p)+ sin(—%n) sin(2p)+1+ sin(—%n) cos(2p)— cos(—%n) sin(2p)
=12 cos(2p) = 12 sin(2p) + 1 - 142 cos(2p) - £4/2 sin(2p)
=2 sin2p)+1
f(—%ﬂ:+p) = cos(—%n+2p)+ 1+ sin(—%n+2p)
= cos(—%n) cos(2p)— sin(—%n) sin(2p)+1+ sin(—%n) cos(2p)+ cos(—%n) sin(2p)
= % 2 cos(2p)+%\/5 sin(2p)+1—%\/5 cos(2p)+%\/5 sin(2p)
=4/2 sin(2p)+1

f(=in=p)+ f(=in+ p)= =2 sin(@2p)+1+4/2 sin(2p) +1=2
Dus de grafiek van f'is symmetrisch in het punt A(—%n, D).

B a /(=0 geeft 2sin’(x) + sin(x) = 0
sin(x)(2sin(x) + 1) =0
sin(x) =0 v sin(x) =—3

x=k-m Vv x:—%n+k-2n % le%n+k-21t

x op [0, 2x] geeft de nulpunten 0, &, 27, lén en lgn.
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b O = j f(x)dx = T(z sin®(x)+ sin(x)) dx

= ].(2 sin’(x)—1+sin(x)+1) dx = J(—cos(2x) +sin(x)+1) dx

0

= —% sin(2m) —cos(m) + 1 — (—% sin(0) — cos(0) + 0)

=0--1+n+0+1=2+m
¢ f(x)=2sin’(x) +sin(x) geeft f’(x)=4sin(x)cos(x) + cos(x)
f'(x)=0 geeft 4sin(x)cos(x) + cos(x) =0
cos(x)(4sin(x) +1)=0
cos(x)=0 Vv sin(x):—%
xzérc \% leén \% sin(x):—%
X=%TC geeft f(x) =f(%n) =2 sinz(%rc)+sin(%n)=2 -1+1=3
x=13m geeft f(x)=f(15m)=2sin’(13n)+sin(l3m)=2-1-1=1
sin(x) =—7 geeft f(x)=2-(-3) —5=—1

f(x) =p heeft precies vier oplossingen voor —% <p<0v O0<p<l.

2n
d De optie fnlnt (TT) of.[dx (Casio) geeft lengte = j\/l + (4 sin(x) cos(x) +cos(x))* dx = 11,07.
0

m a g(x)=2sin(x) + cos(2x) geeft
g’(x) =2 cos(x) — 2sin(2x) = 2 cos(x) — 4 sin(x) cos(x) = 2 cos(x)(1 — 2 sin(x))
g’ (x)=0 geeft cos(x)=0 v sin(x)=+

2

x=%n+k~n Vv x=%n+k~2n Y x=%n+kv2n

x op [0, 2r] geeft x=%1t v x=l%n v x=%n v x=§1t
Dit geeft de toppen (%n, 1), (1%15, -3), (%n, 1%) en (%TC, 1%).
fEmy=4-G By -31=3-1l=1L

SEm) =4 (=337 -3-1=3-14=11

Dus de toppen (%n, 1%) en (%n, lé)liggen op de grafiek van f.

De toppen (% m, 1) en (l%n, —3) liggen niet op de grafiek van f, want f(%n) =-3en f(l%n) =3.
Dus er liggen twee toppen van de grafiek van g op de grafiek van f.
b f(x)=g(x) geeft 4cos’(x)— 3sin(x) = 2sin(x) + cos(2x)

4(1 - sin’(x)) — 5sin(x) = 1 — 2sin’(x)

4 — 4sin’(x) — 5sin(x) — 1 + 2sin’*(x) = 0

—25sin’(x) — 5sin(x) + 3 =0

Stel sin(x) =p.

2" =5p+3=0

D=25-4--2-3=49,dusD =7

5-7 5+7
=svp=——=-3

PTG

sin(x) =% v sin(x) = -3

x=%n+k~21th=%n+k~2n geen opl.
xop [0, 2r] geeft x:%n v x:%n
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f
| |
| |
I I / X
o %n %n 2n
V
g
o) =[(g(x)- f(x) dr
= J. (2 sin(x) + cos(2x) — 4 cos” (x) + 3 sin(x)) dx
= j (5 sin(x) + cos(2x) — 4(5 + 5 cos(2x)) dx
= [ (5sin(x) + cos(2x) - 2~ 2 cos(2x)) dx
= [ (5 sin(x) - cos(2x) - 2) dx
= E—S cos(x) — 3 sin(2x) — 2x]§:
=-5 cos(%n) - % sin(l%n) - lén —(-5 cos(é ) — % sin(% ) — %n)
s it L ioiines L3l L Biln
= 5%\/5 - 1%11
¢ omtrek =

[+ (e dx+gJ\/1+<g'(x>)2 dr

6
5

5
6

J 1+ (=8 cos(x) sin(x) ~ 3 cos(x))* dr +gj J1+(2 cos(x) ~ 2 sin(2x))” dx

1

De optie fnlnt (TI) of de (Casio) geeft omtrek = 11,72.

bladzijde 170

B 2 /) =sin’() + peos(2n) = sin’(x) + p(1 — 2sin’(x))
= sin’(x) + p — 2 psin’(x) = (1 — 2p)sin’(x) + p
De grafiek is een horizontale lijn als 1 —2p =0, ofwel p= %
b f "(x) = 2sin(x)cos(x) — 2psin(2x)
= sin(2x) — 2psin(2x)
=(1 - 2p)sin(2x)
/2 ‘(x)=1 heeft geen oplossingenals —1<1-2p<1
-2<-2p<0
1>p>0
O<p<l
Er zijn geen raaklijnen evenwijdig met y =x voor 0 <p < 1.
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¢ j f,(x)dx = j(sinz(x) + p cos(2x)) dx = ](; — 3 c0s(2x) + p cos(2x)) dx

~ [t (= Doos(2o) dx =[x+ (p ~ Dysin2x)]:

=2a+5(p—3)sin(2a)— (0+0)=3a+3(p—3)sin(2a)
Deze uitkomst is onafhankelijk van p als sin(2a) =0
2a=k-mw
a=k- %n
aop [0, ] geeft a=0 v a:%n Va=mrn

m a f(x):M geeft

2 +sin(x)
)= (2+sin(x))- -3 sin(.x) - 32005( x)-cos(x)
(2+sin(x))
— —6sin(x) -3 Sinz(X) -3 Cosz(x) 3 —6 sin(x)— 3(sin2(x) i COSZ(x)) B 6 sin(x)—3
= 2+ Sin(x))z N 2+ sin(x))z = 2+ Sin(x))z
f'(x) =0 geeft —6sin(x) —3=0
sin(x) =—3

x:—%n+k-21t v x:1%11'+k~21t
1 5
xop[-m, 7] geeft x=—7n v x=—2T
y

= o\ —
N

_3-cos(—§n)_3-—%\/§__\/§
= 2_% = 1% =
3~cos(—%n)_3-%\/§_\/§

max. isf(—%n)= ST n
DusB,=[3,\3. ’
b f(x) - f(—x) =% geeft
3cos(x) 3cos(—x) 9
2+sin(x) 2+sin(-x) 7
3cos(x)-3cos(x) 9
(2+sin(x))(2 —sin(x)) 7

min. is f(—2m)

9cos’(x) 9
4—sin’(x) 7

cos’(x) 1
4-sin’(x) 7

7 cos’(x) = 4 — sin’(x)

7 cos*(x) =4 — (1 — cos’(x))

7cos*(x) =4 — 1 + cos’(x)

6cos’(x) =3

cos’(x) =5

cos(x) =\/g = %\/5 Vv cos(x) = —%\/E

x:%n+k~ 21 v x=—%n+k~2n v x=1£n+k~ 2n v x=—l%n+k~ 2n

1 1 3 3
xop[-m m] geeft x=;m vV X=— TV X=—T V X=3T
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m a De baan van P is driekwartcirkel met middelpunt (1, 1) en straal 2.

1
y t=§ﬂ

L |

/] AN
)

(1,1 /
0 / X

t=0

....
1
NS
a
—
1]
FNEN
a

b Substitutie van x = 1 +2 cos(2¢ —%n) eny=1+2sin(2¢ —%n) iny=-x+2 geeft
1 +2sin(2t — 1) = —1-2 cos(2t — 3 7) + 2
2 sin(2t — %n) =-2cos(2t - %n)
sin(2¢ — %n) =—cos(2t — %n)
cos(2t — ) :cos(2t+%1t)
2-m=2+5n+k 2n v 2A-n=-22-sn+k 2n
geen opl. 4¢ =%n +k-2m
Z=%TC +k~%1t

top[0,2n] geeft t=<m v tzgn
t=1m geeft xP=1+2cos(—%n)=1+2.%\/5=1+\/§
en yP:l+2sin(—%n)=1+2._%\/5=1_\/§
t=2m geeft x,=1 +2005(%n)=1_\/§
en yp=1+251n(%n)=1+\/5

De snijpunten zijn (1++/2, 1-+2) en (1-+/2,1+2).
¢ x=0 geeft 1+2cos(2t—%1t)=0

cos(2t — %n) = —%

2t—%n=§n+k~2n \Y 2t—%n=—§n+k~2n

2t=%n+k-2n v2t=—%n+k-2n

7 1
t=5nt+k-m Vit=-Sntken
y=0 geeft 1+ZSin(2t—%n):0

sin(2¢ —3m) =—7

2t—%n=—%n+k~2n Vv 2t—%n=1%n+k~2n

2A=1m+k-2m v 2t=13n+k-2n
t=%n+k~n vt=%n+k~n
top [0,%7:] geeft snijpunt met de x-as voor t=%n en snijpunt met de y-as voor t=%n.

1

Dus beide codrdinaten van P zijn positief voor tr<t< %n.
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0,5 . 0,5
m a v=0,5m/s, dus per seconde ——— gedeelte van een cirkel, dus - 2mrad/s = % rad/s.
b y 2n-1,1 2n- 1,1

y

1,9

0,8

. 2 . .
De omlooptijd is Tn =4,4r seconde, dus op # = 2,2n seconde bevindt de voorste koker (K) zich

in (1,1; 0,8). !
x=11 cos(%(t -2,2m))

y=0,8+11sin(3(r - 2,2m))

Dus { met ¢ in seconden en x en y in meters.

¢ De volgende koker (K) 100pt§ cirkel achter op K|, dus K bevindt zich op
t=22mn +% - 4,41 = 2,751 seconde in (1,1; 0,8).

x=11cos(=(t—2,75m))

y=0,8+11sin((t - 2,75n))

d Losop 0,8+1,1 sin(%t) <0.

Dus { met ¢ in seconden en x en y in meters.

Voerin y, =0,8 +1,1 sin(%x).
De optie zero (TI) of ROOT (Casio) geeft x = 8,70 en x = 12,03.
Dus een koker blijft per omwenteling ongeveer 12,03 — 8,70 = 3,3 seconde onder water.

B8 2 /0 =1 +sin’(x) + cos(2x)
=1+ % —% cos(2x) + cos(2x)
= 1% + % cos(2x)

gl 1 1
=15+ sin(2x +5m)

=1%+%sin(2(x+%n))
Dit geeft a=15, b=3, c=2 en d=—1m.
b f(;m)=1 geeft 1 +sin’(sm)+cos(n-+m) =7
1+%+cos(%nn}:%
cos(%nn):—l
%nn=1t+k~ 2n
n=6+k-12
ntussen 0 en 50 geeft n=6 v n=18 v n=30 v n=42.
¢ f,(x) =1+sin’(x) + cos(4x)
=1+7—7 cos(2x) + cos(4x)

=1

% - % cos(2x) + cos(4x)
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D(O, 4) o)
Vv
14
(0] b 2n x
A(, -1) B

o) = f(4 — f,(x) dx = f(4 —15 45 cos(2x) — cos(4x)) dx
0 0

=[25x+ 1 sin(2x) — gsin(4x)];"

1 . | 1 . 1 .
=57+ sin(4m) — 7 sin(8w) — (0 + 5 sin(0) — 5 sin(0))
=51+0-0=5n

O(rechthoek) =2n - 5=10m

Dus de grafiek van f, verdeelt de rechthoek in twee gebieden met dezelfde
oppervlakte.

a x=3sin(2nf) A y=3cos(2nr) geeft de cirkel met middelpunt (0, 0) en straal 3.

x=2 sin(% ) A y=2 cos(% nt) geeft de cirkel met middelpunt (0, 0) en straal 2.
grote wijzer: t=1,3 geeft x=2,85 A y=-0,93
kleine wijzer: ¢=1,3 geeft x=1,26 A y=1,55

y

/

N

e
o
=/

/g

NS

/(2,85; -0,93)

/
/
/
AT
.
AN

b Wijzers vallen over elkaar geeft
sin(2nt) = sin(% ) A cos(2mt) = cos(% t)

(2nt=%nt+k‘2n v 2nt:n—%nt+k-2n) A (2nt:ént+k-2n % 2nt:—%nt+k-2n)

(Ft=k-2 v 2t=1+k-2) A(Gt=k-2 v 2t=k-2)
(t=k-2 Vvi=2+k 2 A(t=k-3 vi=k 3
t=k-2

11

Het eerste tijdstipna ¢ =0 1is dus ¢ = %
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¢ afstand = \/(3 sin(2nt) — 2 sin(; )’ + (3 cos(2nt) — 2 cos(¢ mt))’

= \/9 sin’(2mt) — 12 sin(2nt) sin(¢ mt) + 4 sin® (£ 1) + 9 cos’(2nt) — 12 cos(2mt) cos( mt) + 4 cos” ()

= \/9(sin2(2m) +c0s”(2mt)) + 4(sin® (5 mt) + cos” () — 12 sin(2nt ) sin(; nt) — 12 cos(2nt) cos(z mt)

= \/9 +4 —12(cos(2nt) cos(z mt) + sin(2mt) sin(3 7t))

= \/13— 12 cos(2mt — ¢ mt) = \/13— 12 cos(’s )
d y
K

Een gelijkbenige drichoek als
afstand =3 v afstand =2

3-12 cos(gm) =3 v f13-12 cos(jzmt) =2

13-12cos(xmt) =9 v 13—12cos(snt) =4

cos(% mt) = % Y cos(%nt) = %

Het eerste moment na =0 volgt uit cos(% ) = %
amt=0,723
t=0,125

Dus op #=0,125.

] a s =sin(), dus T m, 1) en A(x, 0).
g0 = x(x =)
g(0) =0, dus de grafiek van g gaat door O.
g(%n) = —%v%n %n =1, dus de grafiek van g gaat door T.

g(m) =0, dus de grafiek van g gaat door A4.
b f(x)=sin(x) geeft f’(x)=cos(x)

4 4, 4 8 2
go)=——x(x—m)=-—x"+—x geeft g'(x)=——x+—
T T T T i

g="2
T
f7(0)=cos(0)=1

g'(0)>77(0)

c T( 2(x)— f(x) dx =0 geeft ]E(ax(x — 1) —sin(x)) dx =0

‘Tl(.(ax2 —anx —sin(x))dx =0

0

[ax’ — Samx’ + cos(x)]F =0
1 1
san’ —3am’ + cos(m) — (0 — 0 + cos(0)) =0

—zar’-1-1=0
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